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Irena Domnik
Zofia Lewandowska

Historia jednego zadania
PO FINALE XX LIGI MATEMATYCZNE)J
W KATEGORII: SZKOtA PONADPODSTAWOWA

XX edycja Ligi Mate-
matycznej im. Zdzistawa
Matuskiego w roku szkol-
v nym 2020/21 przeszta juz
do historii. W kategorii:
szkota ponadpodstawowa,
tegoroczna Liga skladala
si¢ z czterech miesigcz-
nych etapéw domowych
z zestawem pigciu zadan
(pazdziernik-styczen) oraz finalu zawierajacego sie-
dem zadan. Zmagania finalowe w formie zdalnej
w trzech grupach pod nadzorem Komisji Konkurso-
wej miaty miejsce 20 kwietnia 2021 roku. Z trudny-
mi zadaniami finatowymi zmierzylo si¢ 44 uczniow.
Zadania dla uczniow szkot ponadpodstawowych to
zagadnienia nieszkolne, wymagajace wiedzy spo-
za podstawy programowej. W tym roku do rozwia-
zania zadan konieczna byla znajomos$¢ zagadnien
z teorii niezmiennikow, metod rozwigzywania rGwnan
funkcyjnych, rownan diofantycznych, ukladow row-
nan cyklicznych, zasady szufladkowej Dirichleta, za-
gadnien z teorii liczb oraz twierdzen z geometrii.

ZESTAW ZADAN FINALU:

ZADANIE 1. Wykaz, ze sposrod dowolnych siedmiu
liczb naturalnych mozna wybra¢ dwie liczby a,b takie,
ze réznica a’— b’ jest podzielna przez 10.
ZADANIE 2. W zbiorze liczb rzeczywistych rozwiaz
uktad réwnan
+x(y—4)=-2
{y2 +y(x —4) = =2,

ZADANIE 3. a,b,c,d,e sa to liczby 7, 8, 9, 10, 11, ale
ustawione w innej, przypadkowej kolejnosci. Wykaz,
ze iloczyn (a—1) (b—2) (c —3) (d —4) (e =5) jest
liczbg parzysta.

ZADANIE 4. W wycinek kota o promieniu R wpisano
okrag o promieniu . Cigciwa taczaca promienie wycin-
ka kota ma dtugos¢ 2a . Wykaz, ze

1 1 A §

¥ R &
ZADANIE 5. Przyprostokatne trojkata prostokgtnego
majg dtugosci a,b. Wyznacz dtugosé¢ odcinka wycietego
z dwusiecznej kata prostego przez przeciwprostokatng.

ZADANIE 6. Adam uzyt dwukrotnie kazdej z cyfr 1,
2,3, ...,91utworzyt kilka parami roznych liczb pierw-
szych w taki sposob, ze suma tych liczb jest mozliwie
najmniejsza. Oblicz t¢ sume.

ZADANIE 7. Funkcja R — R speinia warunek
(2022
2f (x) + 3f (T) = ha

dla dowolnej rzeczywistej  x.

Oblicz (6)

Za kazde zadanie mozna bylo otrzymac¢ 10
punktow (tacznie 70 punktow). Liczba uzyska-
nych przez finalistow punktéw ulozyta si¢ naste-

pujaco:

dodatniej liczby

Wimiki punktowe finalu szkoly ponadpodstawowej

70 69-60 55-50 458-40 35-30 29-20 <20

Oczywiscie, na najwigksze gratulacje zasluguje
dwoje uczniow (4,55%), ktorzy zdobyli maksy-
malng liczbe punktow. O wysokim poziomie tego-
rocznego finalu $wiadczy liczba az 16 oséb (36,4
%), ktore zdobyty od 60 do 69 punktow. Natomiast
Srednia liczba uzyskanych punktow to 49,25, wigc
rozwigzanych prawie pi¢¢ z siedmiu zadan.
Interesujaco przedstawia si¢ S$rednia punktow
uzyskanych za poszczeg6lne zadania:
Srednia liczha punktéw za zadania

10,00

8,00 9,39

6,00

4,00 480

2,00

0,00
1 2 3 4 5 6 7

Latwo zauwazy¢, Zze zadanie 3 okazato si¢ naj-
prostsze 1 wigkszo§¢ uczniow uzyskata za nie
maksymalng liczb¢ 10 punktéw. Najtrudniejsze
okazaly si¢ zadania 6 1 4.
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Ponizej prezentujemy rozwigzania tych zadan
zaproponowane przez Komisje Konkursowa:

ROZWIAZANIE ZADANIA 6: Zadna liczba pierw-
sza r6zna od 2 i 5 nie moze si¢ konczy¢ cyfra 5 lub
cyfra parzysta. Zatem kazda z cyfr 2, 5, 4, 4, 6, 6, 8,
8 musi pojawic¢ si¢ jako cyfra co najmniej dziesigtek
wsrod napisanych liczb pierwszych. Ponadto kazda
zcyfr2,5,1,1,3,3,7,7,9,9 musi wystapi¢ wsrod liczb
pierwszych jako cyfra jednosci. Zatem szukana suma
wynosi co najmniej 477, bo 10(2+5+4+4+6+6+8+8)+
(2+5+1+1+3+3+3+7+7+9+9) = 477.

Przyktadem zadanego zestawu liczb pierwszych jest: 2,
5,29, 53,41,47, 61, 67, 83, 89.

ROZWIAZANIE ZADANIA 4: Wprowadzmy ozna-
czenia jak na rysunku:

Rys. 1

Trojkat OCS jest podobny do trojkata ADO na podsta-
wie cechy (kat-kat). To implikuje kolejno:

r_R—r
a R
Rr =aR — ar
Rr + ar = aR.

Mnozac teraz obie strony rownania przez

1 . Rr ar aR o | 1 1

i dOSlﬂ_]CIle T + e = = C/.y]l = + = = =

Dla Komisji Konkursowej interesujace okazaly si¢
rozwigzania Zadania 5 — ze wzgledu na ré6znorodnos¢
metod zastosowanych przez finalistow, ktorzy wykaza-
li si¢ duza kreatywnoscig i znajomoscia roznych twier-
dzen geometrycznych. W przypadku zadan z geometrii
bardzo czesto nie istnieje tylko jedna metoda rozwikta-
nia zagadnienia. Ponizej przedstawiamy rozwigzania
finalistow. Rozpoczniemy od wprowadzenia oznaczen
wspolnych dla wszystkich sposobow rozwigzania.

Przez x oznaczmy szukang dlugos¢ odcinka wycie-
tego z dwusiecznej kata prostego przez przeciwprosto-
katng oraz wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku:

£ Rys. 2

Na poczatku zauwazmy, ze czworokat CEDF jest kwa-
dratem, wigc szukana dlugos¢ x jest dtugoscia jego
przekatnej. Oznaczmy dhugos¢ boku kwadratu CEDF
przez y. Zatem x = yv2.

Metoda nr 1 — zastosowanie réwnowaznosci figur
Wida¢, ze pole trojkata CBA jest suma pol trojkatéw
CBD i ACD. Zapiszmy to symbolicznie

ab ay by
o ata
Stady = %, czylix = tb_:bz'

Wynik uzyskamy szybciej, jesli zastosujemy inny wzor
I . b sin 45° bx sin 45°
na pole trojkata: ab _ ax sin | bx sin45
2 2 2
Podstawiajac sin 45° = L;
otrzymujemy szukang wartos¢ x.

Metoda nr 2 — zastosowanie podobienstwa trojkatow
Ta metoda byla najczesciej stosowana przez finalistow,
przy czym rozny byt wybor pary trojkatow podob-
nych. Rzuty prostopadte punktu D na przyprostokatne
wyznaczajg trojkaty podobne na mocy cechy podo-
bienstwa (kat-kat): CBA 1 EBD, CBA i FDA oraz EBD
i FDA.

Rozwazmy pierwsza wskazang par¢. Z podobien-
stwa trojkatow CBA i EBD mamy? =

ab VZ
Wtedy ¥ = o -
Analogicznie postepujemy w dwoch pozostatych przy-
padkach.
Intrygujace rozwigzanie zaproponowatl finalista
z Gdyni. Mianowicie skonstruowat drugi tréjkat przysta-

jacy do danego, tworzac prostokat tak, jak na rysunku:

a
b
ab

a w konsekwencji x =

A H

(.'L_

o
45
I
b
Rys. 3
.
- .
__150 (23
457

C o B
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Trojkat BHA jest przystajacy do CBA. Punkt G jest
punktem przecigcia dwusiecznej CD 1 boku BH.
Wowczas katy GCA 1 CGB maja rowne miary jako
katy naprzemianlegle wewnetrzne przy prostych row-
nolegtych CA i BH przecigtych prosta CG. Analogicz-
nie, rowne miary maja katy CAB 1 HBA. Zatem trjkaty
CDA i DBG s3 podobne na mocy cechy podobienstwa
(kat-kat). Ponadto zauwazmy, ze trojkat CBG jest pro-
stokatny rownoramienny, czyli |BG| = a oraz |CG| = aV/2.

Ostatecznie mozemy zapisac: “‘f £ g
aby2
a+h’

Po przeksztatceniach dostajemy x =

Metoda nr 3 — zastosowanie twierdzenia Talesa
Niektorzy finalisci do konfiguracji z Rys. 2 zastosowa-
li twierdzenie Talesa i uzyskali te same rownos$ci, co

|BE| |BC| a-y _a
w metodzie nr 2. Na przyktad: T , czyli — e

Kolejne dwie metody wykorzystuja funkcje trygono-
metryczne.

Metoda nr 4 — zastosowanie twierdzenia sinuséw
Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia jak na rysunku:

A

Rys. 4

Z twierdzenia sinuséw zastosowanego do trojkatow
CDA oraz CBD uzyskujemy réwnosci
X

- = x ..
sina  sin4s° sinf8 ~ sin4s°
Dodajac je stronami mamy
% X e " d
sina  sinff sin45°  sin45%

Wykorzystujac funkcje trygonometryczne w trojkacie
prostokatnym dostajemy

. a . b
sina = —oraz sinf = .
W rezultacie otrzymujemy kolejno
xc xc e+d xc xc bz
et + : o oot — \/— (I V2
a b sin45% a atb’
Dwoch finalistow Wykorzystaio w twierdzeniu sinu-
sow rowniez katy przy wierzchotku D, ale wowczas
konieczna byta znajomo$¢ wzoru na sinus sumy dwoch
katoéw. Natomiast finalistka z Gdyni dodatkowo do wy-

znaczenia warto$ci d zastosowata twierdzenie o dW%-
. . ,. . ’ s G
siecznej kata wewnetrznego trojkata, tj. rOwnosé =1

Bardziej pracochtonne okazato si¢ wykorzystanie
twierdzenia cosinusow.

Metoda nr 5 — zastosowanie twierdzenia cosinusow
Przyjmujac oznaczenia jak na Rys. 4, z twierdzenia
cosinusow zastosowanego w trojkacie CDA oraz CBD
mozemy zapisac:
d? = a® + x? — 2ax cos 45°
e? = b? + x? — 2bx cos 45°
Dodajac stronami powyzsze rowno$ci mamy
d? +e? = a?+ b% +2x%2 — (a + b)xV2.
Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze a? + b? = 2.
Ponadto d + e = c. Zatem
d? +e? = (d +e)? + 2x% — (a + b)xV2.
Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia powyzsze
wyrazenie przyjmuje postac:
0 = 2de + 2x? — (a + b)xV/2.
Wréémy do Rys. 2. Z podoblenstwa trOqutow CBA

i EBD oraz CBA i FDA mamy = ooz E = ;‘

Ponadto przedstawmy y w zaleznosm odx, tj. y= \‘—2
Teraz wyznaczajac odpowiednio e i d oraz wstawiajac
do ostatniego réwnania uzyskujemy

= XX 4 2x% — (a+ b)xvZ = 0.
Powyzszy warunek i twierdzenie Pitagorasa implikujg
kolejno:

2k il s
%+ 2x% — (a+b)xVZ = 0,

(a? + b2) + 2ab)x? — (a + b)abx\VZ = 0,
x%(a + b)? = (a + b)abxv2Z=0.
Jedynym niezerowym rozwigzaniem tego roéwnania
kwadratowego jest %

Analogiczne rachunki wykonata finalistka z Gdan-
ska, ktora zamiast podobienstwa trojkatow wykorzy-
stala w powyzszym rozumowaniu twierdzenie o dwu-
siecznej.

Metoda nr 6 — zastosowanie twierdzenia Stewarta
Podobne, jak w poprzedniej metodzie, rachunki wy-
konali dwaj finalisci, ktorzy wykazali si¢ znajomoscia
twierdzenia Stewarta (mozna je udowodni¢ stosujac
twierdzenie cosinusow).
Dla konfiguracji Rys. 4 z twierdzenia Stewarta otrzy-
mujemy réwnosc:
a’d + b%e — x?c = ced.

Wida¢ juz, ze dalsze rachunki sg analogiczne do tych
powyzej, wigc je pomijamy.

Na koniec przedstawimy rozwigzanie metoda
wspotrzednych.
Metoda nr 7 — zastosowanie geometrii analitycznej
Umie$¢my trojkat CBA w uktadzie wspotrzednych jak
na rysunku 5
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Af0, i

[al{iNN]} @
Rys. 5

Z zalozenia a i b s3 liczbami dodatnimi. Prosta CD
jest dwusieczng kata prostego, wiec jej rownanie to
y = x. Niech y = mx + n bedzie réwnaniem prostej AB.
Aby wyznaczy¢ wspotczynniki m i n nalezy rozwiazaé

uktad réwnan { 0=ma+n

b=m:0+n

Stad n=b oraz m = —E. Zatem y = —%x+b
jest rtownaniem prostej 4B. Punkt D(x,,x,) jest punk-
tem przecigcia prostych AB i CD, wigc jego wspotrzed-

ne spetniajg rbwnania tych prostych, czyli
b

Xp = _ExD + b.
.. ab
W konsekwencji xp = e

Zatem dtugos$¢ odcinka CD obliczamy ze wzoru:

e J(aafb)z # (acfb)z sl

b

To czyste pickno w matematyce - jedno zadanie,
a siedem sposobow dojscia do wyniku, przy wykorzy-
staniu réznych twierdzen i pomystow. Dlatego warto
uczestniczy¢ w zmaganiach konkursowych — wyzwala-
ja kreatywno$¢, pobudzajg logiczne myslenie, pozwa-
laja na twoércze poszukiwania optymalnych rozwigzan.

Wszystkich, ktorzy chea zmierzy¢ si¢ z podobnymi
problemami matematycznymi, zapraszamy do wzie-
cia udziatu w kolejnych edycjach Ligi Matematycznej
im. Zdzistawa Matuskiego.

*Lige Matematyczng prowadza pracownicy Instytutu Nauk Sci-
stych i Technicznych Akademii Pomorskiej w Stupsku we wspot-
pracy z nauczycielami I Liceum Ogolnoksztalcacego im. Bolesta-
wa Krzywoustego w Stupsku.

dr Irena Domnik

Adiunkt w Instytucie Nauk Scistych i Technicznych Aka-
demii Pomorskiej w Stupsku. Nauczyciel akademicki
z 30-letnim stazem pracy. Wspotorganizatorka konkursu
Liga Matematyczna im. Zdzistawa Matuskiego. Wspot-
autorka ,,Zbioru zadan z topologii ogdlnej z rozwigzania-
mi” oraz czterech tomdéw ,Zostan mistrzem matematy-
ki. Zbior zadan z ligi matematycznej z rozwigzaniami”.

dr Zofia Lewandowska

Starszy wykfadowca w Instytucie Nauk Scistych i Tech-
nicznych Akademii Pomorskiej w Stupsku. Nauczyciel
akademicki z 30-letnim stazem pracy. Wspodtorgani-
zatorka konkursu Liga Matematyczna im. Zdzistawa
Matuskiego. Wspotautorka ,Zbioru zadan z topologii
ogolnej z rozwigzaniami” oraz czterech tomoéw ,Zostan
mistrzem matematyki. Zbidr zadan z ligi matematycznej
z rozwigzaniami”.

Justyna Szczypek-Bogdanowicy

Gdzie cyfrowy emigrant spotyka cyfrowego tubylca

JAK ROZPOCZAC PRZYGODE Z KRAJOWYMI | MIEDZYNARODOWYMI PROJEKTAMI
eTWINNING NA WSZYSTKICH PRZEDMIOTACH?

W codziennej zwlaszcza
w okresie pandemii, czgsto zastanawiamy si¢ jak akty-
wizowac ucznidow. Ich motywacja i aktywno$¢ stano-
wig priorytet nauczycielskich decyzji. Obecnie, kiedy
czujemy si¢ pewniej w zakresie znajomosci technolo-
gii informacyjnych znalezienie bodzca, ktory skutecz-
nie pobudzi uczniow do dzialania jest jeszcze wigk-
szym wyzwaniem. Ksztalcac cyfrowych tubylcow,
czyli juz wszystkie roczniki ucznidw, stajemy przed
do$¢ duzym wyzwaniem, aby doréwna¢ im kroku
w obshudze réznorodnych narzgdzi cyfrowych, a na-
wet, zeby zaimponowa¢ im znajomos$cig TIK i zache-

pracy nauczyciela,

ci¢ do przyswajania wiedzy. Jesli nie chcemy zostac
w tyle za uczniem w sferze nowoczesnych technolo-
gii to platforma eTwinning bedzie dla nas skutecznym
1 zasobnym wsparciem.

Jak czytamy na stronie gléwnej portalu eTwinning
oferuje on ,,platforme¢ wspolpracy dla pracownikow
szkot tj. nauczycieli, dyrektorow szkot, bibliotekarzy,
itp. z krajow europejskich, ktore tutaj komunikuja sig,
wspolpracuja i realizujg projekty, dzielg si¢ i, méwiac
krotko, czuja sig 1 sa czescig najbardziej ekscytujacej
spotecznosci edukacyjnej w Europie”. Co cickawe
chociaz wspoélpraca w realizacji projektow europej-
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